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•• 不等式の証明
次の各不等式を証明せよ.

(1)  logx</ X  (x>O) ( お茶の水女大)

(2)  3x<2sinx+tanx ( O < x < ;) ( 筑波大)

(3) ; 話 sinx (0訂寸) ( 武蔵工大)

(4)  x logx孟(x-1) log(x+ 1) (xミ1)

留置ヨ 不等式 f(x)> g(x) を証明するに
は，原則として，
h(x)= f(x)- g(x) 

とおき，y=h(x) のグラフが xil油の上方にある
ことを示します. すなわち，

(h(x) の最小値)>0
を示せばよいわけです.

く 解答 〉
(1)  f(x)=/ x  -logx (X>O) とおく.

/ ' ( z ) = - L - - i = i E二三2/ X  x  2ヱ
よって，f(x) は表のように増減し，x = 4 で最

小となる.
e > 2 より，

f(4)=2-1og4 
=log > 0  

f(x)>O (x>O) 
lo g x </ X  (x>O) 

同 f(か 2sin日 a n x - 3 x ( O < X <  
とおく.
f'(x)=2cosx+誌z-3

2  cos3  x - 3  cos2  x +  1  
cos2x  

/(x)>g(x) の証明。
h(x)= /(x)-g(x)>O 
を示す

.Q， 
(h(x)の最小値)>0
を示す

信号> 1

52 第2 章微分法とその応用

標間 1  +士)二e

1 より大きい自然数ηに対して，曲線 ν= xn を C とする. x軸上の正の
部分に点P をとり， P を通って z 取hに直交する直線が曲線C と交わる点を Q ，
Q における C の接線がz 取liと交わる点を R ，R を通って z 取liに直交する直線
がC と交わる点を S，S における C の接線がz事I i と交わる点を T とする.
(1)  P の座標を (α，0) とするとき，R の座標をαを用いて表せ.

ムP Q R の面積(2) 仇 = とおくとき，an の値を求めよ.ムR S T の面積
(3)  lim a n を求めよ. ( 東京電機大)

n-・∞

留軍司 (1) 時仰ら可(1ーがα，0) 
となります.
(2)  ムP Q R の面積は直ちにわかります.
ムR S T の面積を知るために(1)と同じ計算をくり
返す必要はあり ません. ムP Q R の面積の式で， α
を (1-1__)α で置きかえればよいのです.¥  n  I  

ωan の式から，
しょう. n - l を m とおくと見やすくなります.

EE沼易担細則・M ・E・
ムPQ Rを求める。

Gを(づ)αとおく
G  

anを求める。
limll+よr=e を使うn -∞¥  n  I  

く 解答 >
(1)  Q(a， a n) における接線の方程式は，

y = n an - 1(x-a)+an  
y = O とおいて，
R(α(1-士)， 0) 

y  

(2) P R = 7 P Q =♂より， 。
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標間

唱2ヨ 微分法とその応用
関数の極限

次の等式が成り立つように，定数α，b の値を定めよ. ただし， (2)では
b>O とする.
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訂平x-(l+ax)一(1) l i I I 1 22 - b  ( 工学院大)

(2)  lim(Jax 2+ bx+1-2x)=3 
x- ∞ 

( 名城大)

留置ヨ 無理関数を含む不定形は，紡峨 酒諸問叩句
限の場合と同様に( 標問 2)有理化 無理関数を含む不定形

するのが原則です. 。
ぷ写1 -/ X王I 有理化する

く例 1〉 hEt----z  
，. x(x-1) =;→ x(jx2+1 +jx+1) 
.. x-1 1  =J116ヰI+長芋T =一三

〈例 2) lim (j子+ x + 1 - x )
x- ∞ 
.， x+1 
=Z2マ子τx + 1 + x

1十よ
い Z

x-'" .11 +ム+__:!:す+ 1v  x  x-
さらに， (1)では，

f包よ=A， limg(x)= O  z t g ( z ) ' r a H  

が成り立っているとき，

2  

f(x) 日f(z)=22g(z)・京Z了= 0・A = O
となることに注目しましょう.

EE諮務定柚副・E・・. . .  

手三L = A (有限値)g(x) 
limg(x)=O 

.IJ， 
lim!(x)=O 
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ド・モアブルの定理

複素数 z =っ与ムに対して， Iznl=よとなる整数ηの値を求めよ
旬 3 - i  .-"， ，-， 16 

標問

ま4F

(大阪工大)

E1"翠務淀l T J fJ.i・・E・
(1-i)(/す+i)
(/3 - i)(/ 3  +i) 
1 + / 3  ， 1-1すf

4  4 ν  
と直すと argz が不明

G  
標問 94電車翠 (4)を用いて
argz を求める

z  

そのとき znを求めよ.

まず，標問 94 - E E J で述べたこと
を使って Izl，n，および argz を求

めると，z を極形式で表すことができます.
f を計算するには，標問 94 " 自の(6)，ある
いはこれを骨き直した ド・モアブルの定理と呼ば
れる等式
(cos 0 +  i  sinO)n=cos n O +  isinnO 

を使います. ここに，n は任意の整数です.

た，

留置ヨ

1 お!ζ7 r E  
C τ1  

1  1-i .f3-i 

〉筈解く
Z | | 1 - i | - J E - 1  113 -il = - 2- - Iτより
Iznl=lzln=(去)ηす
η= 8  

argz=arg(l-i)-arg(13 -i) 

= - - ( -

z =剖cos(一号)+ iSin(す)}
4・ド・モアプルの定型

ゆえに

Z 8 =剖吋一子)+ぬin( 子)}
す( 十字) = す-Jgt

一一一一一「

( 成城大)
(九州工大)

』佐寸当出陪E
③5-1 )  iを虚数単位とし，複素数 z=cos8+isin 8 を考える.

z +ょを cos8 を用いて表せ.Z  

(2)  C O S6θを cos28，cos48， cos68 を用いて表せ.
③5-2)  z3-3z2 + 4 = 0 を満たす複素数 z をすべて求めよ.
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108 第2章微分法とその応用

不等式の成立条件
不等式 1一αX 2 !玉cosx が任意の実数 z に対して成り立つような定数αの
範囲を求めよ.

唖置ヨ 図形的には，y = C O S X の下方に納
まる限界の放物線を求めることが問

題です. そこで，標問 41 の方針にしたがって文
字定数を分離し :

l-cosx α壬一一一ーす一一x-
右辺の関数の最大値を求めるという考え方もで
きますが，面倒です.
ここは，単に
f(x)=co s x +αx 2一l注O

が成り立つような αの範囲を求めると考えた方
が簡単です. その際，f(x) は偶関数なので，x の
変域を z孟O に制限できることに注意します.
また，
f'(x)= - sinx+2αz 

の符号の変化はわかりにくいので，もう一度微分
するのがよいでしょう .

く 解答 〉
α壬O とすると，
1-αx2註l>cosx

( 早大)

y  

右辺一左辺= /(x) とおく
G  

変域を z 孟0 に制限
G  

!'(x)はわかりにくいので
!"(x)を調べる

を満たす z があるので， α> 0 である 和 たとえば z=?
不等式の両辺は偶関数だから，
f(x)=co s x +αx 2 - 1孟o (x註0) 事 z の変域を制限する

が成り立つ αの範囲が求めるものである.
f'(x)= -sinx+2αz 
!"(x)= -cosx十2α ーf'(x) の符号は不明なので

(i)  2α主主 1 のとき !"(x) を湖べる
f吋x)主主O より f'(x) は単調増加で，f'(O)=O 
であるから，
f'(x)孟o (x註0)
よって，f(x) は単調増加で，f(O)=O であるから，

z  
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標問

110 第2 章微分法とその応用

ニュートン法
関数 f(X)=X2_2 で示される曲線上の点 (Xn，f(xn)) における接線と z

軸との交点の Z 座標を X n +1 とする (η=1，2，…) . このようにして得られる
数列 {Xn} について，次の間いに答えよ. ただし，X1>/ 2 とする.
(1)  X n+1 をX n を用いて表せ.
(2)  X n >/ 2 であることを示せ.
(3)  数列 {Xn} は/ 2 に収束することを示せ.

留置ヨ 指示通りに数列 X1，九 X3， をつ
くっていくと，図から X n がどんど

ん f(x)=O の解/ 2 に近づいていくことがわか
ります.
このように，接線を利用して解の近似値を求め

る仕方をニュートン法といいます.
図による説明も説得力十分ですが，本間の目標

はこれを定量的に証明することです.
(2)  自然数n に関する命題の証明といえば，数

学的帰納法でしょう .
(3)  証明の骨子は標問 7 ですでに学びました.
lan+1-/ 2 1壬rlαn -/ 2 1

を満たす定数 r (0<ァ<1) を見つけて，
O壬|αn -/ 2 1壬rnー11α1- / 2 1

を導き，はさみ打ちにします.

く 解答 >
(1)  点 (Xn，f(Xn)) における接線は，

y =  f'(xn)(X-Xn) +  f(xn) 
f(xn)  y = O とおくと，x = x 一一一一-f'(Xn) 

( 和歌山県医大)

】E戸甥定見ー・ー.，... 
|αn+l-!τ| 壬rlan - /τ|
を満たすァ (0<γ< 1)を探す

G  
O豆|αn-/ 2 1孟γn-'l a，-/2 1

として，はさみ打ち

z  

h 一 _..1包斗I = Xn- j'(Xn)  4・任意のl刻数 /(x) に対して成
り立つ

f(Xn)=Xn2- 2， f'(Xn)=2xn だから，
Xn+1一" ー皇三芝山一+ _ 1 _i+I=XTI 一 回n.，.， 2xn  2  ¥・，A;n ， X n)  

(2) ぁ> / 玄. そこで，ある η に対して X n >/ 2 ー 数学的帰納法を使う
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標問

165 

斜回転体の体積
0 を原点とし，点A の座標を (1，1) とする. 放物線 y = x2 のグラフと線

分 O A で囲まれた部分を，線分 O A のまわりに回転させて得られる回転体
の体和を求めよ ( 東京女大 )

喧置ヨ 回転軸を座標軸に重ねるのも lつの
考え方です.

放物線を原点のまわりに -45。回転すると，
y2- ( 2 x +/ 2) Y + X2_ / 2  X = O  
y = x +去I j 2/ 2x +

問題の部分は直線内+ 去の下方にあるので，

v=πf(z+去-fz万五日2白

となりますが，計算はかなり大変です.
そこで，とりあえず解答の図のように，
v=πfY2dX 

と立式することにしましょう.

y  

. . .  

斜回転体の体積。 n
回転軸を座標 H  
軸に重ねる U  
回転軸を座標軸にとる

G  
Y をX で表す方針は，結局上で説明したことと

同じです. しかし
半径の終点のz座標の積分に置
換する

Q のx 座標の積分に置換する
と計算がずいぶん楽になります.

く 解答 〉
図のように， P， Q ， R， H をとり，
O P = X， P Q =  Y， O H = x  

とすると，体積 V は，
v=πfY2dX 

2つの三角形 P QR，H R O は直角二等辺三角形で
あるから，

- / 2 - / 2  

U  

1.....................:万二f1  

z  
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標問

203 

G を正の実数とし，n を正の整数とする.
(1)  旦笠をこえない最大の整数を m とするとき，次の不等式を証明せよ.

J[  

2 mイαIsinxldx <伽 +1)

(2)  (東北大)

彊置ヨ (1υ) m が与乎子をこはえな恥い最献大の暗整
(川1リ) ?一 l < m叫孟ニす子数であることから

旦旦- l < m 三五豆旦ππ  
したカfって，
mπ孟ηα< (m+1)π ・・…(*)

が成り 立ちます次に， fa|si M d z を面積と
みて，不等式を図形的に考えます.
(2)  (1)は n x = t と置換することを誘導してい
ます. 後は(1)の不等式を利用して，はさみ打ちに
してみましょう. その際，m とn の関係は(*)から
導かれます.

く 解答 〉
(1)  m の定義から，

豆旦-l<m;;;五竺旦 …・・・①ππ  
mπ孟ηα<(m + l )π

lna叩川α
U  

。

G  
図形的に考える

(2) n x = f とおく
G  

(1)を用いてはさみ打ち

それは図の斜線部分の面積を表し，l" sinxdx=2 であるから，
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