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①数列 

○原則 

１． ◆𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞型漸化式の一般項 

𝑝, 𝑞を実数とします。 

漸化式 𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 の一般項を求めます。 

𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛をいずれも𝑘と置き換えると、𝑘の特性方程式が得られます。 

𝑘 = 𝑝𝑘 + 𝑞 

これを𝑘について解きます。 

(1 − 𝑝)𝑘 = 𝑞 

⇔ 𝑘 =
𝑞

1 − 𝑝
 

漸化式の両辺から𝑘を引きます。 

𝑎𝑛+1 − 𝑘 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 − 𝑘 

⇔ 𝑎𝑛+1 −
𝑞

1 − 𝑝
= 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 −

𝑞

1 − 𝑝
 

⇔ 𝑎𝑛+1 −
𝑞

1 − 𝑝
= 𝑝𝑎𝑛 −

𝑝𝑞

1 − 𝑝
 

右辺を𝑝でまとめます。 

⇔ 𝑎𝑛+1 −
𝑞

1 − 𝑝
= 𝑝 (𝑎𝑛 −

𝑞

1 − 𝑝
) 

ここで𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 −
𝑞

1 − 𝑝
  —(※) 

とおくと、 

𝑏𝑛+1 = 𝑝𝑏𝑛 

数列{𝑏𝑛}は、初項𝑏1  (= 𝑎1 −
𝑞

1 − 𝑝
)、公比𝑝の等比数列です。 

従って、𝑏𝑛 = 𝑝
𝑛−1 (𝑎1 −

𝑞

1 − 𝑝
) 

(※)により{𝑎𝑛}の一般項が求められます。 

∴ 𝑎𝑛 = 𝑝
𝑛−1 (𝑎1 −

𝑞

1 − 𝑝
) +

𝑞

1 − 𝑝
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このように、この型の漸化式は特性方程式の解𝑘を両辺から引くことで等比数列を作り、一

般項を求めることが出来ます。 

 

２． ◆∑の計算 

∑𝑘

𝑛

𝑘=1

=
1

2
𝑛(𝑛 + 1) 

 

○解答・解説 

【方針】 

〔1〕①与えられた漸化式の形が原則１の型になっているので、原則１の方法に基づいて𝑎𝑛の一般

項を求めます。 

②∑内を計算すると𝑛となるので、原則２に基づいて∑の値を求めます。 

〔2〕〔1〕と同様に一般項を求めます。総和の最小値をとる𝑛を求めるために、増減を調べます。 

 

【解説】 

〔1〕 〔2〕の一般項を求めることも考えて、ここでは𝑏を代入する前に{𝑎𝑛}の一般項を求めま

す。 

𝑎𝑛+1 = 𝑒𝑎𝑛 + 𝑏 

ここで、𝑎𝑛+1と𝑎𝑛を𝑘(𝑘:実数)とすると、特性方程式は 

𝑘 = 𝑒𝑘 + 𝑏 

⇔ (1 − 𝑒)𝑘 = 𝑏 

⇔ 𝑘 =
𝑏

1 − 𝑒
 

よって、(2)式の両辺から
𝑏

1 − 𝑒
引きます。 

𝑎𝑛+1 −
𝑏

1 − 𝑒
= 𝑒𝑎𝑛 + 𝑏 −

𝑏

1 − 𝑒
 

⇔ 𝑎𝑛+1 −
𝑏

1 − 𝑒
= 𝑒𝑎𝑛 −

𝑒𝑏

1 − 𝑒
 

⇔ 𝑎𝑛+1 −
𝑏

1 − 𝑒
= 𝑒 (𝑎𝑛 −

𝑏

1 − 𝑒
) 

= 𝑒2 (𝑎𝑛−1 −
𝑏

1 − 𝑒
) 
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= ⋯ 

= 𝑒𝑛 (𝑎1 −
𝑏

1 − 𝑒
) 

= 𝑒𝑛 (
𝑒 − 𝑒2 + 𝑏

1 − 𝑒
−

𝑏

1 − 𝑒
)   (∵ 𝑎1 =

𝑒 − 𝑒2 + 𝑏

1 − 𝑒
) 

= 𝑒𝑛 ×
𝑒(1 − 𝑒)

1 − 𝑒
 

= 𝑒𝑛+1 

従って、 

𝑎𝑛+1 = 𝑒
𝑛+1 +

𝑏

1 − 𝑒
 

𝑛 + 1 → 𝑛に置き換えます。 

𝑎𝑛 = 𝑒
𝑛 +

𝑏

1 − 𝑒
  —(∗) 

∴ 𝑏 = 11を代入して、 

𝑎𝑛 = 𝑒
𝑛 +

11

1 − 𝑒
  (→①) 

次に、∑log𝑒 (𝑎𝑘 +
11

𝑒 − 1
)

𝑛

𝑘=1

を求めます。𝑎𝑘 = 𝑒
𝑘 +

11

1 − 𝑒
を代入して、 

∑log𝑒 (𝑒
𝑘 +

11

1 − 𝑒
+

11

𝑒 − 1
)

𝑛

𝑘=1

=∑ log𝑒 (𝑒
𝑘 +

11

1 − 𝑒
−

11

1 − 𝑒
)

𝑛

𝑘=1

 

=∑ log𝑒 𝑒
𝑘

𝑛

𝑘=1

 

=∑𝑘

𝑛

𝑘=1

 

=
1

2
𝑛(𝑛 + 1)  (→②) 

 

〔2〕 〔1〕の(∗)に𝑏 = 𝑒11を代入します。 

𝑎𝑛 = 𝑒
𝑛 +

𝑒11

1 − 𝑒
 

従って、 

∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

=∑(𝑒𝑛 +
𝑒11

1 − 𝑒
)

𝑛

𝑘=1

=∑𝑒𝑛
𝑛

𝑘=1

+∑
𝑒11

1 − 𝑒

𝑛

𝑘=1
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=
𝑒(1 − 𝑒𝑛)

1 − 𝑒
+ 𝑛

𝑒11

1 − 𝑒
 

=
𝑒(1 − 𝑒𝑛) + 𝑛𝑒11

1 − 𝑒
 

=
𝑒 − 𝑒𝑛+1 + 𝑛𝑒11

1 − 𝑒
 

=
𝑒(1 − 𝑒𝑛 + 𝑛𝑒10)

1 − 𝑒
 

この値が最小となる𝑛を求めるので、𝑛についての増減を調べます。 

𝑓(𝑥) =
𝑒(1 − 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒10)

1 − 𝑒
とすると、 

𝑓′(𝑥) =
𝑒(−𝑒𝑥 + 𝑒10)

1 − 𝑒
 

𝑓′(𝑥) = 0とすると、𝑥 = 10 

1 − 𝑒 < 0であることに注意して、𝑓(𝑥)の増減は以下の表のようになります。 

𝑥 … 10 … 

𝑓′(𝑥) − 0 + 

𝑓(𝑥) ↘ 
𝑒(1 − 9𝑒10)

1 − 𝑒
 ↗ 

これより、∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

が最小値をとるときの𝑛 = 10  (→③) 

 

②2 次方程式、対称式 

○原則 

１． ◆解と係数の関係 

𝑥についての 2 次方程式を𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 (𝑎 ≠ 0)とします。 

この 2 次方程式の 2 つの(複素数も含む)解を𝛼, 𝛽とすると、 

𝛼 + 𝛽 = −
𝑏

𝑎
 

𝛼𝛽 =
𝑐

𝑎
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２． ◆対称式 

対称式とは、文字を入れ替えても元と同じになる式のことです。文字が 2 つの場合、 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥) 

となる𝑓(𝑥, 𝑦)のことを言います。 

 

例) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦のとき、𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑦 + 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

文字が 2 つの交代式は必ず基本対称式(𝑥 + 𝑦と𝑥𝑦)で表すことが出来ます。 

 

 

３． ◆2 次方程式の判別式 

2 次方程式𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0が持つ実数解の個数を判別するための式を、2 次方程式の判別

式といいます。 

上の 2 次方程式の判別式を𝐷とすると、 

𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

 

𝐷の値によって次のように 2 次方程式の実数解の個数を判別することが出来ます。 

𝐷 > 0 ⇔ 2 つの異なる実数解を持つ 

𝐷 = 0 ⇔ 1 つの実数解（重解）を持つ 

𝐷 < 0 ⇔ 実数解を持たない（複素数解を持つ） 

 

４． ◆因数定理 

整式𝑃(𝑥)を𝑥 − 𝑎で割ったときの商を𝑄(𝑥)、余りを𝑅とすると 

𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥)(𝑥 − 𝑎) + 𝑅 

𝑃(𝑎) =  𝑅 

これを剰余の定理といいます。 

 

余りが0のとき、 

𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥)(𝑥 − 𝑎) 

𝑃(𝑎) =  0 

となって、 

𝑃(𝑎) = 0 ⇔ 𝑃(𝑥)が𝑥 − 𝑎を因数に持つ 

という関係が成り立ちます。これを因数定理といいます。 

因数定理は 3 次以上の整式の因数分解によく用いられます。 
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○解答・解説 

【方針】 

〔1〕二次方程式の解を𝑎, 𝑏として、まず𝑎 + 𝑏と𝑎𝑏の値を求めるので、解と係数の関係(原則１)を用

います。𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏は対称式(原則２)になっているので基本対称式で表し、先に求めた𝑎 + 𝑏と𝑎𝑏

の値を代入します。 

 

〔2〕〔1〕の結果を用いて、𝑠, 𝑡, 𝑠2 − 4𝑡の正負を調べます。𝑠, 𝑡については𝑎, 𝑏がともに負であるこ

とを、𝑠2 − 4𝑡については 2 次方程式の判別式(原則３)を利用します。 

 

〔3〕〔1〕より𝑎 + 𝑏 = 𝑠なので、𝑠のとりうる範囲を求めます。〔1〕と〔2〕で𝑠, 𝑡の条件式を求め

ているので、これらから𝑡を消去し、𝑠のみの条件式に書き換えます。 

 

【解説】 

〔1〕𝑎, 𝑏はいずれも𝑢についての 2 次方程式𝑢2 − 𝑠𝑢 + 𝑡 = 0の解なので、解と係数の関係(原則１)よ

り 

𝑎 + 𝑏 = 𝑠  (→①) 

𝑎𝑏 = 𝑡  (→②) 

𝑎3 + 𝑏3 − 2𝑎𝑏を基本対称式(原則２)で表します。 

𝑎3 + 𝑏3 − 2𝑎𝑏 = 𝑎3 + 𝑏3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 3𝑎2𝑏 − 3𝑎𝑏2 − 2𝑎𝑏 

= (𝑎 + 𝑏)3 − 3𝑎2𝑏 − 3𝑎𝑏2 − 2𝑎𝑏 

= (𝑎 + 𝑏)3 − 𝑎𝑏{3(𝑎 + 𝑏) + 2} 

ここに𝑎 + 𝑏 = 𝑠, 𝑎𝑏 = 𝑡を代入します。 

𝑎3 + 𝑏3 − 2𝑎𝑏 = 𝑠3 − (3𝑠 + 2)𝑡 = 𝑠3 − 3𝑠𝑡 − 2𝑡  (→③) 

 

〔2〕 

𝑠 = 𝑎 + 𝑏 < 0  (∵ 𝑎 < 0, 𝑏 < 0) 

𝑡 = 𝑎𝑏 > 0  (∵ 𝑎 < 0, 𝑏 < 0) 

また、2 次方程式𝑢2 − 𝑠𝑢 + 𝑡 = 0は負の実数解𝑎, 𝑏を持ちます。この 2 次方程式の判別式を𝐷とする

と、実数解の個数は 1 個(𝑎 = 𝑏のとき)または 2 個(𝑎 ≠ 𝑏のとき)になるので、 

𝐷 = 𝑠2 − 4𝑡 ≧ 0  (←原則３) 
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⇔ 𝑠2 ≧ 4𝑡 

∴ (ロ) 

 

〔3〕 〔2〕より𝑠 = 𝑎 + 𝑏なので、𝑠のとりうる範囲を考えます。 

𝑠と𝑡には関係があるので、これまでの𝑠, 𝑡についての条件をまとめます。 

〔1〕より、 

𝑎3 + 𝑏3 − 2𝑎𝑏 = −4 

⇔ 𝑠3 − 3𝑠𝑡 − 2𝑡 = −4 —(𝟏) 

また〔2〕より、 

𝑠 < 0 —(𝟐) 

𝑡 > 0 —(𝟑) 

𝑠2 ≧ 4𝑡 —(𝟒) 

 

まず条件式から𝑡を消去して全て𝑠で書き換えるために、𝑡を𝑠で表します。 

(𝟏)より、 

𝑠3 − 3𝑠𝑡 − 2𝑡 = −4 ⇔  − (3𝑠 + 2)𝑡 = −𝑠3 − 4 

⇔ (3𝑠 + 2)𝑡 = 𝑠3 + 4 

s = −
2

3
のとき、 (左辺) = 0ですが、 (右辺) = (−

2

3
)
3

+ 4 =
100

27
となって 

左辺と右辺が等しくないので、𝑠 ≠ −
2

3
です。 

したがって両辺を3𝑠 + 2で割ると 

𝑡 =
𝑠3 + 4

3𝑠 + 2
 

 

これを(𝟑), (𝟒)に代入します。 

(𝟑) ⇔
𝑠3 + 4

3𝑠 + 2
> 0 

両辺に(3𝑠 + 2)2をかけます。(3𝑠 + 2)2 > 0であることに注意して、 

(𝑠3 + 4)(3𝑠 + 2) > 0 

⇔ (𝑠 + √4
3
) {𝑠2 − √4

3
𝑠 + (√4

3
)
2
} (3𝑠 + 2) > 0 

⇔ (𝑠 + √4
3
)(3𝑠 + 2)(𝑠2 − √4

3
𝑠 + √16

3
) > 0 
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ここで𝑠2 − √4
3
𝑠 + √16

3
の正負について考えます。 

𝑠2 − √4
3
𝑠 + √16

3
= (𝑠 −

√4
3

2
)

2

−
√16
3

4
+ √16

3
= (𝑠 −

√4
3

2
)

2

+
3√16
3

4
 

これより𝑠2 − √4
3
𝑠 + √16

3
> 0 

よって両辺を𝑠2 − √4
3
𝑠 + √16

3
で割ると 

(𝑠 + √4
3
)(3𝑠 + 2) > 0 

 

−√4
3
と−

2

3
の大小関係について考えます。 

√4
3

= 2
2
3 > 1

2
3 = 1 >

2

3
 

よって√4
3

>
2

3
⇔ −√4

3
< −

2

3
 

 

したがって 

(𝑠 + √4
3
)(3𝑠 + 2) > 0 ⇔ 𝑠 < −√4

3
 , 𝑠 > −

2

3
 —(𝟑)′ 

 

次に(𝟒)に𝑡 =
𝑠3 + 4

3𝑠 + 2
を代入します。 

(𝟒)  ⇔ s2 ≧ 4 ×
𝑠3 + 4

3𝑠 + 2
 

両辺に(3𝑠 + 2)2をかけます。 

𝑠2(3𝑠 + 2)2 ≧ 4(𝑠3 + 4)(3𝑠 + 2) 

⇔ {𝑠2(3𝑠 + 2) − 4(𝑠3 + 4)}(3𝑠 + 2) ≧ 0 

⇔ (3𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠3 − 16)(3𝑠 + 2) ≧ 0 

⇔ (−𝑠3 + 2𝑠2 − 16)(3𝑠 + 2) ≧ 0 

⇔ (𝑠3 − 2𝑠2 + 16)(3𝑠 + 2) ≦ 0 

ここで、𝑠3 − 2𝑠2 + 16は𝑠 = −2を代入すると0になるので、因数定理(原則４)により𝑠 + 2を因数に

持ちます。したがって、 

(𝑠 + 2)(𝑠2 − 4𝑠 + 8)(3𝑠 + 2) ≦ 0 

𝑠2 − 4𝑠 + 8の正負について考えます。 

𝑠2 − 4𝑠 + 8 = (𝑠 − 2)2 − 4 + 8 = (𝑠 − 2)2 + 4 > 0 
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よって両辺を𝑠2 − 4𝑠 + 8で割ると 

(𝑠 + 2)(3𝑠 + 2) ≦ 0 

𝑠 ≠ −
2

3
を考慮して 

−2 ≦ 𝑠 < −
2

3
 —(𝟒)′ 

 

以上より、(𝟐), (𝟑)’, (𝟒)’の共通範囲を数直線で表すと以下の通りとなります。 

 

 

数直線より、𝑠のとりうる範囲は 

−2 ≦ 𝑠 < −√4
3

 

∴ −2 ≦ 𝑎 + 𝑏 < −√4
3

 

 

 

③ベクトル 

○原則 

１． ◆内分点の位置ベクトル 

点𝐴, 𝐵の位置ベクトルをそれぞれ𝑎⃗, 𝑏⃗⃗とします。 

線分𝐴𝐵を𝑚: 𝑛に内分する点を𝑃とすると、点𝑃の位置ベクトル𝑝は 

 

𝑝 =
𝑛𝑎⃗ + 𝑚𝑏⃗⃗

𝑚 + 𝑛
 

 

 

− 𝟒
𝟑  

−
𝟐

𝟑
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２． ◆角二等分線の定理 

△ 𝐴𝐵𝐶の∠𝐵𝐴𝐶の二等分線を𝐴𝐷とします。 

このとき、 

𝐵𝐷:𝐷𝐶 = 𝐴𝐵:𝐴𝐶 

が成り立ちます。 

 

 

 

 

３． ◆余弦定理 

△ 𝐴𝐵𝐶について、以下の 3 つの関係式が成り立ちます。 

𝐴𝐵2 = 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐴2 − 2𝐵𝐶 ∙ 𝐶𝐴 ∙ cos∠𝐴𝐶𝐵 

𝐵𝐶2 = 𝐶𝐴2 + 𝐴𝐵2 − 2𝐶𝐴 ∙ 𝐴𝐵 ∙ cos∠𝐵𝐴𝐶 

𝐶𝐴2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 − 2𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝐶 ∙ cos∠𝐶𝐵𝐴 

 

 

４． ◆ベクトルの内積 

3 つの点を𝑂(0,0) , 𝐴(𝑎𝑥 , 𝑎𝑦), 𝐵(𝑏𝑥 , 𝑏𝑦)とし、𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ のなす角を𝜃とすると、 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ の内積は次の 2 通りで求められます。 

 

Ⅰ）𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = |𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ||𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | cos 𝜃 

Ⅱ）𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑎𝑥 , 𝑎𝑦) ∙ (𝑏𝑥, 𝑏𝑦) = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 

 

 

 

○解答・解説 

【方針】 

①、（ア） |𝑑 − 𝑝| = |𝑑 − 𝑞⃗| = |𝑑 − 𝑟|の値を求めます。𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐は全て大きさが 1 で既知なので、

𝑝, 𝑞⃗, 𝑟を𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐で表すことを考えます。関係式が、𝐷𝑃と𝐷𝑄と𝐷𝑅の長さが等しいことを表しているこ

とに着目すれば、点𝐷が外心であることが分かります。 
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②、③ まず線分𝐵𝐶の長さを求めるために図形を描き、△ 𝐴𝐵𝐶に着目すると、2 辺の長さが分かっ

ているので内角の 1 つが分かれば余弦定理(原則３)から求められます。次に𝑎⃗ ∙ 𝑐を求めるには、𝑎⃗, 𝑐

の大きさはいずれも既知であることから原則４より𝑎⃗, 𝑐の成す角、つまり∠𝐴𝑂𝐶の値が必要ですが、

これも図形的に分かります。 

 

（イ） 四角形𝑂𝐴𝐵𝐶はひし形なので、𝑏⃗⃗は𝑎⃗と𝑐の合成であることが分かります。 

④、⑤ 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗を𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗で表します。点𝑆が線分𝑄𝑅上にあることと、線分𝑃𝑆が∠𝑄𝑃𝑅の角二等分線であ

ることから原則２より𝑄𝑆: 𝑆𝑅が分かり、𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗で表すことが出来ます。そして𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗を𝑎⃗, 𝑐で表しま

す。 

 

（ウ）、⑥ 点𝑈は△ 𝑃𝑄𝑅の角二等分線の交点であるので、内心であることが分かります。点

𝑂,𝑈, 𝐵が一直線上にあることから、𝑂𝐵:𝑂𝑈の比を求めることで𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗を𝑏⃗⃗で表すことが出来ますが、そ

の比を求めるときに角二等分線の定理(原則２)を利用します。 

 

【解説】 

𝑝, 𝑞⃗, 𝑟を𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐で表します。 

𝑃, 𝑄, 𝑅はそれぞれ線分𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴の中点であるので、 

𝑝 =
1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗) , 𝑞⃗ =

1

2
(𝑏⃗⃗ + 𝑐)  , 𝑟 =

1

2
(𝑐 + 𝑎⃗)  (←原則１) 

また、𝑑 =
1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ + 𝑐)なので 

|𝑑 − 𝑝| = |
1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ + 𝑐) −

1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗)| = |

1

2
𝑐| 

|𝑑 − 𝑞⃗| = |
1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ + 𝑐) −

1

2
(𝑏⃗⃗ + 𝑐)| = |

1

2
𝑎⃗| 

|𝑑 − 𝑟| = |
1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ + 𝑐) −

1

2
(𝑐 + 𝑎⃗)| = |

1

2
𝑏⃗⃗| 

𝑂𝐴,𝑂𝐵, 𝑂𝐶は△ 𝐴𝐵𝐶の外接円の半径なので、 

|𝑎⃗| = |𝑏⃗⃗| = |𝑐| = 1 

∴ |𝑑 − 𝑝| = |𝑑 − 𝑞⃗| = |𝑑 − 𝑟| =
1

2
 (→①) 

これより、𝐷𝑃 = 𝐷𝑄 = 𝐷𝑅 =
1

2
なので、𝐷は𝑃, 𝑄, 𝑅から等距離にあります。 

ゆえに𝐷は△ 𝑃𝑄𝑅の外接円の中心、つまり外心です。(→ア) 
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次にAB = 1 , AC = √3のとき、線分𝐵𝐶の長さを求めるために、△ 𝐴𝐵𝐶の 1 つの内角を求めます。 

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 1なので、𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵 = 1 

従って△ 𝐴𝐵𝐶は正三角形になります。これより、∠𝐴𝑂𝐵 = 60° 

円周角の定理より、弧𝐴𝐵に着目すると、∠𝐴𝐶𝐵 =
1

2
∠𝐴𝑂𝐵 = 30° 

 

△ 𝐴𝐵𝐶において、余弦定理(原則３)より 

𝐴𝐵2 = 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐴2 − 2𝐵𝐶 ∙ 𝐶𝐴 ∙ cos∠𝐴𝐶𝐵 

⇔ 1 = 𝐵𝐶2 + 3 − 2𝐵𝐶 ∙ √3 ∙ cos30° 

⇔ 1 = 𝐵𝐶2 + 3 − 3𝐵𝐶 

⇔ 𝐵𝐶2 − 3𝐵𝐶 + 2 = 0 

⇔ (𝐵𝐶 − 1)(𝐵𝐶 − 2) = 0 

⇔ 𝐵𝐶 = 1 , 2 

 

𝐵𝐶 = 2とすると、𝐵𝐶が円の直径となり、こ

のとき𝑏⃗⃗ = −𝑐となって、𝑏⃗⃗ ∦ 𝑐であることに反

します。∴ 𝐵𝐶 = 2は不適となり、𝐵𝐶 = 1  (→②) 

 

𝑎⃗ ∙ 𝑐を求めます。 

図より∠𝐴𝑂𝐶 = 120°なので、 

𝑎⃗ ∙ 𝑐 = |𝑎⃗||𝑐| cos∠𝐴𝑂𝐶 = 1 × 1 × cos 120° = −
1

2
  (→③) 

 

次に𝑏⃗⃗を𝑎⃗, 𝑐を用いて表します。 

△ 𝑂𝐴𝐵,△ 𝑂𝐵𝐶はいずれも一辺が 1 の正三角形なので、四角形𝑂𝐴𝐵𝐶はひし形です。したがって、 

𝑏⃗⃗ = 𝑎⃗ + 𝑐  (→イ) 

 

次に𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗を𝑎⃗, 𝑐で表します。 

線分𝑃𝑆は∠𝑄𝑃𝑅の角二等分線なので、原則２より 

𝑄𝑆: 𝑆𝑅 = 𝑃𝑄: 𝑃𝑅 

図から△ 𝐴𝐵𝐶について中点連結定理より、𝑃𝑄 =
1

2
𝐴𝐶 =

√3

2
 

 3 

30° 
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△ 𝐴𝐵𝑂について中点連結定理より、𝑃𝑅 =
1

2
𝐴𝑂 =

1

2
 

よって𝑄𝑆: 𝑆𝑅 = 𝑃𝑄: 𝑃𝑅 =
√3

2
:
1

2
= √3: 1 

 

従って 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + √3𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗

√3 + 1
  (←原則１) 

ここで、𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗と𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗を𝑎⃗, 𝑐で表します。 

𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑞⃗ − 𝑝 =
1

2
(𝑏⃗⃗ + 𝑐) −

1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗) =

1

2
(𝑐 − 𝑎⃗) 

𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟 − 𝑝 =
1

2
(𝑐 + 𝑎⃗) −

1

2
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗) =

1

2
(𝑐 − 𝑏⃗⃗) =

1

2
{𝑐 − (𝑎⃗ + 𝑐)} (∵ 𝑏⃗⃗ = 𝑎⃗ + 𝑐) 

= −
1

2
𝑎⃗ 

 

よって 𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =

1
2
(𝑐 − 𝑎⃗) + √3 × (−

1
2
𝑎⃗)

√3 + 1
=
−(√3 + 1)𝑎⃗ + 𝑐

2(√3 + 1)
= −

1

2
𝑎⃗ +

1

2(√3 + 1)
𝑐 

= −
1

2
𝑎⃗ +

√3 − 1

2(√3 + 1)(√3 − 1)
𝑐 

= −
1

2
𝑎⃗ +

√3 − 1

4
𝑐  (→④、⑤) 

 

点𝑈は線分𝑃𝑆と線分𝑄𝑇の交点です。線分𝑃𝑆と線分𝑄𝑇はいずれも△ 𝑃𝑄𝑅の角二等分線なので、点𝑈は

△ 𝑃𝑄𝑅の内心となります。(→ウ) 

 

次に𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗を求めます。 

四角形𝐵𝑄𝑅𝑃について、𝐵𝑄 ∥ 𝑃𝑅, 𝐵𝑃 ∥ 𝑄𝑅かつ𝐵𝑄 = 𝑄𝑅 = 𝑅𝑃 = 𝑃𝐵 =
1

2
なので 

四角形𝐵𝑄𝑅𝑃はひし形です。四角形𝑂𝐴𝐵𝐶もひし形なので、△ 𝑃𝑄𝑅の内心𝑈は線分𝑂𝐵上にあります。 

すなわち、線分𝑂𝐵と線分𝑂𝑈の比が分かれば𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗が求められます。 

線分𝑂𝐵と線分𝑃𝑄の交点を𝑀とすると、点𝑀はひし形𝐵𝑄𝑅𝑃の対角線の交点なので、 

𝐵𝑀 = 𝑀𝑅 

 3 
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𝑀𝑈:𝑈𝑅を求めます。△ 𝑃𝑀𝑅に着目すると、線分𝑃𝑈は∠𝑀𝑃𝑅の角二等分線なので、 

𝑀𝑈:𝑈𝑅 = 𝑃𝑀: 𝑃𝑅  (←原則２) 

ここで、𝑃𝑀 =
1

2
𝑃𝑄 =

1

2
∙
1

2
𝐴𝐶 =

√3

4
 ,  𝑃𝑅 =

1

2
𝐴𝑂 =

1

2
 

従って、𝑀𝑈:𝑈𝑅 = 𝑃𝑀:𝑃𝑅 =
√3

4
:
1

2
= √3: 2 

ここで、𝑀𝑅 =
1

2
𝐵𝑅 =

1

2
∙
1

2
𝐵𝑂 =

1

4
ですから、 

𝑈𝑅 =
1

4
×

2

√3 + 2
=

1

2(√3 + 2)
=

√3 − 2

2(√3 + 2)(√3 − 2)
=
√3 − 2

−2
=
2 − √3

2
 

 

これより、𝑂𝐵:𝑂𝑈 = 𝑂𝐵: (𝑂𝑅 + 𝑈𝑅) = 𝑂𝐵: (
1

2
𝑂𝐵 + 𝑈𝑅) 

= 1: (
1

2
+
2 − √3

2
) = 1:

3 − √3

2
 

 

∴ 𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
3 − √3

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

3 − √3

2
𝑏⃗⃗  (→⑥) 

 

 

 

④命題と証明、整数問題、行列 

○原則 

１． ◆商と余り、倍数 

𝑎を𝑏で割ったときの商を𝑞、余りを𝑟とすると 

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 

また𝑎が𝑏で割り切れるとき、上の式において𝑟 = 0なので 

𝑎 = 𝑏𝑞 

となります。このとき、𝑎は𝑏の倍数であるといいます。同時に𝑎は𝑞の倍数であるともいえ

ます。 
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２． ◆逆行列と逆行列の存在条件 

二次正方行列𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)の逆行列を𝐴−1とすると、 

𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
(
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

)   (ただし、𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0) 

また逆行列が存在するための必要十分条件は 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 

 

○方針・解説 

【方針】 

〔1〕商と余りや倍数に関する問題です。原則１より𝑝 = 4𝑘 + 3(𝑘:整数)と表せます。2𝑝 + 1が 3 の

倍数になるか素数になるかどうかを調べますが、𝑘のままでは調べる範囲が膨大になります。そこ

で𝑘を 3 で割った余り(3𝑛, 3𝑛 + 1,3𝑛 + 2)で場合分けすることで、調べるべき範囲を絞ります。 

 

〔2〕𝐴−1の成分が整数であるためには、原則２から 4 つの整数が𝑎𝑑 − 𝑏𝑐で割り切れなければなり

ません。直感として|𝑎𝑑 − 𝑏𝑐| ≠ 1で 4 つも整数が割り切れることは考えにくいので、命題は真であ

ると推測を立てて証明にあたります。𝐴−1の成分を全て整数とおき、𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑を別の形で表し、𝑎𝑑 −

𝑏𝑐の値を求めて1か−1になることを示します。 

 

【解説】 

〔1〕 

素数𝑝は 4 で割ると 3 余るので、整数𝑘を用いて 

𝑝 = 4𝑘 + 3と表せます。  (←原則１) 

(ⅰ) 𝑘 = 3𝑛  (𝑛:整数)のとき、 

𝑝 = 4(3𝑛) + 3 = 12𝑛 + 3 = 3(4𝑛 + 1) 

これは 3 の倍数となり、𝑝が素数であるという仮定に反します。よって𝑘 ≠ 3𝑛です。 

 

(ⅱ) 𝑘 = 3𝑛 + 1のとき、 

𝑝 = 4(3𝑛 + 1) + 3 = 12𝑛 + 7 

よって、2𝑝 + 1 = 2(12𝑛 + 7) + 1 = 24𝑛 + 15 = 3(8𝑛 + 5) 

これは 3 の倍数なので条件を満たしています。 
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(ⅲ) 𝑘 = 3𝑛 + 2のとき、 

𝑝 = 4(3𝑛 + 2) + 3 = 12𝑛 + 11 

よって、2𝑝 + 1 = 2(12𝑛 + 11) + 1 = 24𝑛 + 23 = 3(8𝑛 + 7) + 2 

よって 3 の倍数ではないので、これが素数であれば条件を満たします。そこで𝑛について2𝑝 + 1の

値を調べてみます。 

𝑛 = 1のとき、2𝑝 + 1 = 24 + 23 = 47 …これは素数です。 

𝑛 = 2のとき、2𝑝 + 1 = 24 × 2 + 23 = 71 …これは素数です。 

𝑛 = 3のとき、2𝑝 + 1 = 24 × 3 + 23 = 95 

これは素数ではないので条件に反します。このとき、𝑝 = 4(3 × 3 + 2) + 3 = 47で𝑝は素数です。 

∴ 𝑝 = 47のとき、2𝑝 + 1 = 95で 3 の倍数でも素数でもないため、命題は偽です。 

 

 

〔2〕 

𝐴の成分が全て整数なので、𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑はいずれも整数です。 

 𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
(
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

)   (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0)  (←原則２) 

𝐴−1の成分も全て整数なので、整数𝑘, 𝑙.𝑚. 𝑛を用いて 

𝑑

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
= 𝑘 ,

−𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
= 𝑙 ,

−𝑐

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
= 𝑚 ,

𝑎

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
= 𝑛 

とおけます。 

これらを変形すると、 

𝑎 = 𝑛(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 

𝑏 = −𝑙(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 

𝑐 = −𝑚(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 

𝑑 = 𝑘(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 

 

となります。これらを用いて、𝑎𝑑 − 𝑏𝑐を計算すると 

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 𝑛(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) × 𝑘(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) − {−𝑙(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)} × {−𝑚(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)} 

= (𝑛𝑘 − 𝑙𝑚)(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0なので、両辺を𝑎𝑑 − 𝑏𝑐で割ると 

1 = (𝑛𝑘 − 𝑙𝑚)(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛は整数なので、𝑛𝑘 − 𝑙𝑚 , 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐も整数です。従って、 



18 

 

(𝑛𝑘 − 𝑙𝑚 , 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = (1,1) , (−1,−1) 

∴ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = ±1 ⇔ |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐| = 1となるので、命題は真です。 


