
苦手分野対策プリント（数2B　数学的帰納法_不等式の証明） 

▼苦手分野対策プリントの2つの目的 

１）出題されうる全てのパターンを網羅し、全体観をつかむ（安心する） 
受験とは、言い換えると「出題されうるパターンをできるだけ多く習得した人が合格する試験」
です。そこで、このプリントではまず、出題されうるパターンをすべて整理し、全体観を掴みます。
これだけ頭に入れたらいいんだ、という安心にもつながるでしょう。 

２）その手の問題が出題された時に使う、一般的な考え方を習得する（本質をつかむ） 
本質がつかめなければ苦手分野から脱却することはできません。本質とは、類題やちょっとひねっ
た問題が出題されても対応できるようになる、その手の問題が出題された時に持っておくべき一
般的な考え方のこと。そこで、洗い出した全出題パターンに対し、「この手の問題は、一般に、
こう考える」を明記しました。これをきちんと理解することが重要です。 

それでは、本題に入りましょう。 

＊＊＊ 

１）数学的帰納法を用いて不等式を証明する問題の、もっとも大事な考え 

この手の問題は、「n=kの不等式」を変形して「n=k+1の不等式」の形を導く、が大方針です。
具体的には、以下の2ステップを踏みます。 

a. 「n=kの不等式」と「n=k+1の不等式」の左辺が同じになるように、「n=kの不等式」の両辺
に操作をする。 

b. 「aの不等式」から「n=k+1の不等式」を導くために、新しい不等式を証明する。　※ココが
つまずくポイントですが、乗り切りましょう。 
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ηが自然数のとき，次の各式が成立することを数学的帰納法を
用いて証明せよ .

1  (1 )  12+ 22+ …+ が= n(η +  1)(2n+ 1) …・ー①6  
1  ， 1 ， ， 1  2n (2)  1 +  + 一十・・+一二三一一一2 ' 3 '  ' n - n + 1  

よって違うので，

(1) i) n = l のとき

左辺= 1，右辺= t 1 2 M

よって，n = l のとき， ①は成立する.
ii) n =たのとき
12+ 22+ "'+k2=ヤ(た +1)(加 1)

が成立すると仮定する.

-・・②

-・・①'

①'の両辺に( ん + 1) 2 を加えて
左辺= 12+ 22+ ・・・+が+(k+1)2

‘左辺に，

右辺 = 士的 + 仰k +1)+(k+1)2

= t ( h +仰が + 断的 +1)}

= t ( h +的 + 仰 +3)

12+22+・・.
+ k2+(k+1)2  

を作ることを考える

これは， ①の右辺に n = k + l を代入したものである.
よって， ①は η= k + l でも成立する.
i)， ii ) より，①はすべての自然数n について成立する.
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まさに”数学的帰納法を用いて不等式の証明をする問題”ですね。 

この手の問題が出題された時はまず、大方針である「n=kの不等式」を変形して「n=k+1の不等
式」の形を導くを思い出しましょう。続いて、具体的な手順a, bに沿って問題を解いていきます。 

a. 「n=kの不等式」と「n=k+1の不等式」の左辺*が同じになるように、「n=kの不等式」の両辺
に操作をする（足したり、かけたり・・・）。 

「n=kの不等式」というのは、次の式のことですね。 

一方、「n=k+1の不等式」というのは、次の式のことです。 

さて、この2つの式を見比べて、左辺が同じになるように、「n=kの不等式」をいじるにはどうし
たらよいでしょうか？　それは、両辺に、1/k+1を代入したらいいですね。すると、次のようにな
ります。 

こうして得られた不等式は、残念ながら、最終的に求めたい不等式とは異なります。念のための確
認ですが、最終的に示したい不等式は 

ですが、得られた不等式は、 

なのです。ここで、ステップbの登場です。 
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では、もう一度、a, bの手順を踏まえた上で、解説を読んでみましょう。 

a. 「n=kの不等式」と「n=k+1の不等式」の左辺*が同じになるように、「n=kの不等式」の両辺
に操作をする（足したり、かけたり・・・）。 

b. 「aの不等式」から「n=k+1の不等式」を導くために、新しい不等式を証明する。 
 

ちなみに、標準問題精講146(1)は全く同じ問題です。同じように解いていることを確認しましょ
う。 
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(1) 任意の自然数n に対して
1  .  1 .  .  1  _  2n 1 +  十一十・・+ 一孟一一一2  .  3 ηη + 1  

327 

が成り立つことを数学的帰納法によって証明せよ. (愛知学院大)

…) で定まる数列3an - 1  (2)  初項 α1=1 と漸化式 G 叶 1=一一一一 ( n = l，2， 3， 4an - 1  

(i)  α2，α3， ウよ.
l  :(α} につし : の問川こ答えよ

(ii)  a n をn で表す式を推測し，それを証明せよ. ( 愛知教育大)

留置ヨ (1) 自然数ηについての命題 P(η)
に対し，次の 2つのことを示して，

無限にある命題がすべて真であるとする証明法を
数学的帰納法といいます.
(I) P(l) は真である.
(日) P(k) は真であると仮定すると，P(k+1) 
も真である.

(2)  2 項間， 3 項間といった型にはまった漸化
式で、ないときは，なかなか一般項が求められない
ものです. このようなときは，本問のような(i)，
(ii)の誘導がなくても，一般項を推定し，それを数
学的帰納法で示すといった解法をとります.

く 解答 〉

(1)  自然数ηについての命題
P(n)の証明法。

数学的帰納法
• P(l)は正しい
• P(k)が正しいと仮定する
と，P(k+1)も正しい
(2) 推定

G  
数学的帰納法で確かめる

(1)  (I)  n = l のとき， (左辺)=1，(右辺) = - L = 1 となり，成立する . ・1  +  1  - /， /  _ .  E男置
(n)  π= k での成立を仮定すると Eヨ・
( 1 1 1 坐盟 国1 + :  + 一十・+ 一+一一一ト 画面・2  .  3 '  .  k  .  k + l/ k + 2  司・・
- ( M l 伽 1)一一 ) 一一 ( 聞の仮定 )k + l  .  k + l J  k + 2  
一(2k +  l)(k +2) -2(k +  1)2 た ¥ 向
一 ( た+ 1)(k+2) 一(た +1)(k+2) / V  

η = k十1 のときも成立する.
(I)， (II)より，任意の自然数ηに対して与えられた不等式は成立する.
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＜類題紹介＞ 
この問題も、全く同じ方法で解くことができます。手を動かす必要はないので、a, bの方法で解い
ていることを確認しましょう。 
 



▼まとめ 

・数学的帰納法を用いて不等式を証明する問題の、もっとも大事な考え 

この手の問題は、「n=kの不等式」を変形して「n=k+1の不等式」の形を導く、が大方針です。
具体的には、以下の2ステップを踏みます。 

a. 「n=kの不等式」と「n=k+1の不等式」の左辺*が同じになるように、「n=kの不等式」の両辺
に操作をする（足したり、かけたり・・・）。　*もちろん、右辺の場合もありますが・・・ 

b. 「aの不等式」から「n=k+1の不等式」を導くために、新しい不等式を証明する。　※ココが
つまずくポイントですが、乗り切りましょう。


