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だから a2，b2， C 2 はすべて 3でわると l余る.
よって，a 2十 b2 は3 でわると 2 余る.
これは，a2+ b2= c2 であることに矛盾する.
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以上のことより，a， b， C がすべて 3の倍数でないということはあ
りえない.
すなわち， α，b， C のうち少なくとも 1つは 3の倍数である.

園 3 n - 1 (3 でわると 1足らない) の代わりに
3 n + 2  (3 でわると 2余る) を使うと，
(3n+2)2= 9η2+12 n + 4  

=3(3η2+ 4 n + 1)+1 となり，
3でわると 1余ることが示せます.

(2)で，「すべての整数が 3n，3 n +1， 3n + 2 の形のどれか」であるこ
とを利用して解答をつくりましたが，このように整数を 「ρでわっ
た余りに着目して分類」したものを剰余系といいます. これを利用

すると，無限個ある整数で議論しなければならないはずなのに，たった 3つの
場合を調べればすむので，とても有効な考え方です.
たとえば， 4でわった余りに着目すると，すべての整数が
4n+i (i=O， 1， 2， 3) 

と表せます.
l  習問題 88 (1)では a = 2 n + i (i=O， 1) とおくと，うまく証明できます.

' O ポイント l  整数 n はρで、わった余りを利用して，
n =ρm +ァ(ァ= 0，1，…， ρ- 1) と表せる

(  1)  整数αの平方は 4でわると，わりきれるか 1余るかのどちらか
であることを示せ.

(2)  2 次方程式 x2- 4 x - 2 m = O (m: 整数) が整数解αをもっと
き，m は偶数であることを示せ.
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えポイント 三角不等式を解くためには三角方程式を解いて，境界
の値を求め，与えられた角度の範囲に注意しながら，
適する範囲を求める

次の不等式を与えられた範囲で解け.
(1)  4cos2θ 3豆o (0。話。孟1800 )
(2)  3tan2θ 1> 0  (0。話。孟 1800 )
(3)  2sin3θ-[ 3  < 0  (0。孟O孟600 )

(2)  Ix2-2x-81=I(x+ 2)(x -4)1 i  z 2 2 z- 8 (話一2 山 )
一(x2-2x-8) (-2 < x < 4) 

i )  x話一2，4三五 z のとき
与式 x 2- 2 x - 8 = 2 x + 4

<--コ x2- 4x- 12=O
戸三 (x+2)(x-6)=O

x = - 2， 6  
ii )  - 2< x < 4 のとき
与式 ζ 二三一(x2-2x-8)=2x +4

x2- 4 = O  
=コ (x+ 2)(x- 2)=O

- 2< x < 4 より，x = 2  
i  )， u )より，
x = - 2， 2， 6  

このことカミら，
Ix2- 2 x - 81= 2 x + 4 の解が，x = - 2， 2， 6  
であることがわかります.
(<>図 )

V ポイン卜 1. Ix12= X 2  
r  / (x) (!(x)註0).  1/(x)l=j l- / (x) (!(x)< O)  

次の方程式を解け.
Ix2+ 2 x- 81=2x- 4  
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y = 2x + 4  

x  

1 1  

対偶 : x + y < 2 ならば，x < l または ν<1
もとの命題が真だから，対偶も真

(2)  与えられた命題の対偶は ' x = l ならば x2 = X J で，これは真.
よって，与えられた命題 'x2キ z ならば z キ 1J は真.
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困 対偶を用いて証明する場合は，たいてい同「またはJ，'ある
…に対して」という表現が含まれています.

(3)  ! 2 が有理数と仮定すると， ‘まず，結論の否定

2つの自然数 m ，n を用いて， / す= 去と表せる

(ただし，m ， n は互いに素) ‘最大のポイン卜
両辺を平方すると，2 m2= η2  
左辺は偶数だから，n2 も偶数. すなわち，n も偶数.
このとき，がは 4の倍数だから，2 m2 も4の倍数.

よって，m 2 は偶数となり，m も偶数.
ゆえに，m とηは共通の約数 2 をもつことになり，

m とn がE いに素であることに矛盾する.
よって，/ 2 は有理数ではない.
すなわち，/ 2 は無理数.

屯3 ポイント !背理法では結論を否定して解答をかき始め，
iその結果，矛盾することを示す

(1)  命題: 0 <  x < l ならば x 2 <1 について
逆，裏，対偶を述べ，その真偽を調べよ.

(2) 命題 :xyキ2 ならば zキl または Uキ2 が正しいことを対偶
を用いて証明せよ.

(3)  /τが無理数であることを用いて， ! 2  + 1 も無理数であるこ
とを背理法で証明せよ.

手---> 0・x = 2
これをみたす z は存在しない.
iii )  l < x のとき
x + 1 > O， x - 1 > O だ治、ら
Ix+11+lx-11=4 x + 1 + x - 1 = 4  
ζ二三 2 x = 4 ・ x = 2
これは，l < x をみたす.
i  )， ii )  ， iii )より ，x = :t2  
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‘方程式をみたす z を
さがすのでx は式に
残しておく

A( - 1)， B(l)， p(x) とおくと， Ix+11=AP， Ix-11=PB だから
与式は， A P + P B = 4  

-J 
3  

1  
H咽トーーーー・ーーーーー""

十註
2  x  

上の数直線により，次のことがわかります.
① - 1亘z 壬1 のとき，
z のイ直にかかわらず， A P + P B = 2  

② x > l のとき
z が大きくなるにつれて， A P + P B の値も大きくなる.

① x < ー l のときv dfAさくなるーて日+ P B 叩きくなる

ポイン卜 :  1. Ixl=α(α孟0) のとき，x = :tα 
r  A  ( A 孟0)

IAI={ l - A  (A <0) 

次の方程式を解け.
(1)  Ix-11=12x-31-2 
(2)  Ilxl-11=3 
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第 7章確率

余事象

8個の製品の中に 3個の不良品が入っている. この中から， 3  
個の製品をとりだすとき，少なくとも 1個の不良品が入っている
確率を求めよ .

まず，製品のとりだし方は全部で SC3通りです.
次に 3個の製品をとりだすとき，次の 4 つの場合があります.
i  )  3個とも良品 u) 1個だけ不良品
iu) 2個だけ不良品 iv) 3 個とも不良品

問題では ii)，iu)， iv) をあわせた部分が対象になっていますが，確率は全体
の和が l ですから， '1- i) の確率」とした方が計算がラクになります.

8個の製品から 3個をとりだす方法は
SC3通り

5個の良品から 3個をとりだす方法は
SC3通り

よって，求める確率は

1 五主= 1 5×4×3  
SC3  8  X  7 X  6  

= 1 - n
5
n  =  28 28 

V 約卜 :

:  1から引けばよい
余事象を考え，

1個のサイコロを 3回投げて，出た目を順に a，b， C とする. こ
のとき，積 abcが偶数である確率を求めよ.
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第 6章順列 ・組合せ

組合せ( 1  )  

A ， B 2 人を含む 10 人から 5 人の委員を選ぶとき，
(1)  A， B をともに含む選び方は何通りあるか.
(2)  A は選ばれ， B は選ばれない選び方は何通りあるか.

大切なことは，次の 2つです.
-10人のうち，本当に選ばれる可能性があるのは何人か.
・5人のうち，本当に選ぶ必要があるのは何人か.

(1)  'A ， B をともに含んで、 5 人選ぶ」とは
' A， B を除いた 8人から 3人を選ぶ」
ことだから，求める場合の数は，

8・7-6C.=一一一= 56 (通り)3・2
(2)  'A は選ばれ， B は選ばれない」とは
'A， B を除いた 8人から 4 人を選ぶ」
ことだから，求める場合の数は，

8・7+ 5C4=一一一一= 70 (通り)¥比 8'-'4- 4・3・2

明 1C 一 山 通りある- r!(n  - r)! 

男子 7 人，女子 4 人の中から 3 人の選手を選ぶとき，
(1)  3人中男子が 2 人となる選び方は何通りあるか.
(2)  男子，女子が少なくとも l 人は入るような選び方は何通りあるか.

第 5章整数の性質

整数問題 (11)

x， y を 1孟z 壬u をみたす自然数とする. このとき，
1  .  1  1  -=-+ 一 = ー をみたす自然数の組 (x，y) をすべて求めよ.y  2  

図 (2)と似ているので，同じ解答の方法もありますが，ここでは，

とが目標なので， 与えられた不等式の条件は歓迎すべきものです.
ここでは，この条件を使って，2文字の等式を 1文字の不等式に変えます.

1  _  1  
1孟Z 孟y より ，x 孟7 だから
1  2  - = 一十孟 + 一= 一2  x  x  x  2 - x  
よって，x 孟4
x=l， 2のときは， 等式をみたす uは存在しない.

y = 4  
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x = 3 のとき，y = 6 x = 4 のとき，
よって，(x， y)=(3， 6)， (4， 4) 

¥ '1 

、四ポイント i整数問題についている不等式の条件は，
iおきかえて文字を減らすために使う

1  .  1  1  z +7=17 より ，x y - 2 x- 2y=O ・. (x-2)(y-2)=4 
とすれば， 図 (2)と同じ考え方でできますが演習問題 94は，この手

法は通用しません.

x， y， 
1  .  1  .  1  z + 7 +75=l をみたす自然数の組 (x，y， z) をすべて求めよ.


