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16 第 l'章数と式

無理数と有理数
正の有理数ρ，qが (7-)12")2ー(ρ2+q) ( 7 - m ) +ρ2q-3=0 を満たすと
き， ρ，q の値を求めよ.

軍軍司 ρ， q が有理数で，x が鯛数のとき，
ρ+q x = O  <=ニニ争 ρ= q = O  

が成立します.
応証明しておきます.
ρ+qx=O 乞= ρ= q = O

は当然成立します.
問題は
ρ+qx=O = 争ρ=q = O

です.
背理法( 背理法については，標問 94参照) を用
いて証明します.
ρ+qx=O かつ q キO とすると
x =一主q  

となります. この式の左辺は無理数ですが，右辺
は有理数です.
無理数と有理数が等しいわけはないのでこれは

矛盾です. この原因は q キO と仮定したことです.
したがって，q =Oであることがわかります. こ
のとき， ρ+ q x =Oよりρ= 0 が得られますから，

4・有理数一有理数= 有理数
ー矛盾を導き，仮定が誤りであ
ることを示す

ρ+ q x =O  = 争 ρ= q =O
が証明できたことになります.
(7一刀2)2ー(〆+q)(7 訂2)+ρ2q-3

を展開し整理して
(有理数)+ (有理数)x(無理数)

の形に変形します.
この問題の場合， 13 を( 無理数) として扱う

こともできますが，m を( 無理数) として処理
することもできます.
(7一打2)2=49+12-14訂E

=61- 1 4 m  
ですから

(7一打言)'ー(〆+q)(7一刀2)
+P'q-3=0  

の左辺を展開して
(意思想)

+ (有理数)x(無理数)

の形に整理する.
0  

(京票数)=0
(有理数)=0

を連立する.

= 0  

標間

44 第2章 2次関数

放物線 y = - x2 + 4 上の動点 R(α，b) と， 2定点 P(-2， 0)， Q(2， 0) を
考える. ただし， 0壬G 三五2 とする. 線分 P R と Q R の長さの平方の和が最小
となる点 R を求めよ. また，最大となる点 R を求めよ.

彊富司 とにかく図をかいてみましょう
図をかくと様子がよくわかるもので

す.
P R2もQ R2もR の座標で

ある a，b を用いて表すこと
ができますが，点 R(α，b) は
放物線 y = ーが+ 4 上の点
なので，

b =一α2+ 4
という関係式が成り立ちます.

x  

ですから， P R2も Q R2もαだけで表すことが
できます. 具体的には，

P R2+ Q R2= 2 a4 -14α2+ 4 0  
となります.
これは G の 4 次関数ですが，
αは d とα2という形でしか登場していない

ので， α2= t とおく と，
P R2+ Q R2= 2t2- 14t+40 

というように，tの 2 次関数ですから，簡単に最
小値を求めることができます.
ただ，このときに，tはすべての実数値をとる

わけではないことに注意しなくてはいけません.

したがって，tは O孟t壬4 を満たします.
つまり， 0孟t孟4 の範囲において最小となると
きを調べればよいわけです.
本質的には同じなので，解答では，tとおかず
に，a 2 のまま話を進めています.
わかりにくかったら，a2 の音1)分を t におきかえ

て考えてみて下さい.

とにかく図をかいてみる.
G  

P R2 + Q R2 をa だけで表す.。
G の4次関数だがαはd とa2
の形でしか登場し主主い.

G  
d をひとかたまりに扱い，a2  
の2次関数と考える.。
α2の変域に注意して最大，最小
となるときを調べる.
4・P R'+Q R' は G につ いての
|剥数となる

4・変域にI主意

標間 共通解
z の方程式

x 3+ ρx + q = O ・…①
x 2 - ρx - q = O  ・・・・②

について，次の条件(a)，(b)， (c)が成立している.
(a)  qキO である
(b)  ①，②は共通の解αをもっ
(C)  ②は重解をもっ

67 

このとき， α，ρ，q の値を求めよ. 国主ゾ
留置ヨ 2つの方程式が共通な解をもっとい ヨ閣制圃回訓・

う設定もときどきあります. 共通解をもっ.
このようなときには，
共通解を αとおく

のが常套手段です.
本間の場合， ①，②は共通の解αをもつので
α3+ρα+ q = O ・…・①
α2_ρα- q = O  ・・…・④

が成り立ちます.
後は，この 2つの式を連立します.
当然の事ですが，連立する際には，式の形をよ
く見て，いじってみるより他に方法がありません.
上の③，④の場合なら，ぜひ 2式を加えてみま
しょう. ポ+α2= 0 というとても有難い式が得
られます.

く 解答 〉
①，②が共通の解αをもっ ((b))ので，
α3+ρα+ q = O  
α2_ρα- q = O  

③+ ④ より
α3+α2= 0  

よって，
α2(α+1)=0 

-・・・・・③
.・・④

G  
共通解をαとおく.

" x=日を①に代入する
" x=日を②に代入する

標問

100 第3章整数の性質

2次方程式の整数解 (2)
2 次方程式 x 2+ ( 2 m + 5 ) x + ( m  +3)=0 が整数の解をもつような整数m

の値をすべて求めよ 榊竺ン
彊置ヨ これも 2 次方程式が整酬をもっ，

という設定です.
前問と同様に，まず実数解をもっ条件を調べて

みることにします.
(2m +5)2- 4 ( m  +3)ミO

より
4 m2+ 1 6 m +13註O

という不等式が得られます.
しかし，これを満たす整数m は無数にあるので，

今回は前問( 標問 4 0)の方法では解決することが
できません.
このようなときには，次のように考えてみます.
x2+ ( 2 m + 5 ) x + ( m +3)=0 の解は
z -2 m  - 5::tj(2m +5)2- 4 ( m  +3) - 2  
すなわち

- 2 m  - 5::t/4m 2+  16m +  13  x =  2  
となります.
これが整数になる場合について考える訳ですが，

j 4 m2+ 1 6 m + 1 3 の部分が整数にならない限り，
解は有理数になりませんから， 当然ながら解は整
数にはなりません.
ですから
j4 m2+ 1 6 m + 1 3 = N  ( Nは O以上の整数)

と表されるときだけを考えればよいことになりま
す.

この先のことですが，両辺を 2乗して
4 m2+ 1 6 m + 1 3 = N2  

左辺を平方完成して，
(2m+4)2- 3 = N2  

変形して，

ヨr鵠沼倒凶・iill!..
2次方程式が整数解をもっ.  

.(!， 
ます実数解をもっ条件を調べて
みる.

.(!， 
整数m が無数に存在する.

G  
方針を変えて. 2次方程式が有
理数解をもっ条件を調べる.

G  
解の公式を用いて解を求め，
Jーの部分が整数になると考
える.

G  
Jーの部分は 0以上の整数芯
ので，これを
N ( Nは0以上の護数) とおく.

G  
両辺を 2乗して Jーをはずす.  

.(!， 
整数 m (， N ) を求める.。
元の 2次方程式が整数解をもつ
かどうか調べる.
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126 第4 章図形と計量

三角形の辺と角の大小
3辺の長さがα- 1，a， a + 1 である三角形について，次の間いに答えよ.

(1)  この三角形が鈍角三角形であるとき， αの範囲を求めよ.
(2)  この三角形の lつの内角が 150 0 であるとき，外接円の半径を求めよ.

膏置ヨ 三角形の成立条件
3つの正の数 a，b， C を 3辺の長さ

とする三角形が存在する条件は，
(1辺の長さ)< (他の 2辺の長さの和)

です.
これを α，b， C で表すと
α<b+c. b < c +α， c<α+ b  

となります.

三角形の辺と角の大小
右のような三角形 A B C において
α> b とコ A > B

が成り立ちます.

一応証明しておき ます.
まず，a > b  = 今 A > B を示します.
α> b のとき，図のように，辺 B C 上に，
C A = C D  

となる点D をとります.
このとき，
ζC A D = L CD A  ( = 8 とおく)

となり，
A >θ， B <θ 

であることから，A > B がわかります.
逆に，A > B のとき，図のように，辺 B C上に，
ζE A B = B  

となる点E をとります.
このとき， E B = E A であり，
a = E B + E C  
= E A + E C  
> A C = b  

A  /、
B  __ C  

一α----
C から B までの最短経路の長さ
がo であり， A を経由したとき
の経路の長さ b + c はa より長
し、

A  一一( ハーc './" A トb
， ./ ¥  t  
ふイB C 〆I:
B  -- -- C  ー α __

A  _， 、，ん一一〆 ~九 ~、，人…一一.，，， - ¥  /γ D ¥  .//ν トb

/ メ D ¥/  
B L 、 'CD 、__ b  __--/ V  

A  -A 'いい… … ./ 1  ¥  b  
， ， 

、 ~ α__ 

事 三角形 A E C において
2辺の長さの和 ( E A + E C )
は他の 1辺の長さ (AC) より
大きい

標問

143 

色分け
右図の A，B， C， D， E の各領域を色分けしたい. 隣り合 | A  I  B  I  
った領域には異なる色を用い，次の指定された数だけの色は |C IDIE I  
全部用いなければならない. 塗り分け方はそれぞれ何通りか.
(1)  5色を用いる場合.
(2)  4色を用いる場合.
(3)  3色を用いる場合. (広島修己ノ
彊亘書 (1)  5色を用いる場合，

て異なる色を用いることになります (1) .  

(2)  4 色を用いる場合，

どこか 2 か所を同じ色で塗る

ことになります.
ところが， A と B，A と C，A とD など隣り合

った領域には同じ色を使えません. こう考えてい
くと，

.(J. 
A ， B， C， D， E のl慌に色を
決めていく.

(2) 5か所を 4色で塗る.。
1つの色を 2か所に使う.
どととどこをつどの色でつ

A とE あるいは B とC あるいは C とE (3) 5か所を 3色で塗る固
で同じ色を使う G  

ことになります.

(3)  隣り合った領域には異なる色を用いるので，
A - Eのうちの 3 つの領域に同じ色を用いること
はできません.
そこで 3色を用いる場合， 2か所で用いる色が
2つあることになります.
C とE で同じ色を使った場合，残りの A ，B， D  

はどの 2つの領域も隣り合っているので，この 3
つの領域には異なる色を使わなくてはならず， A
- Eを3色で塗り分けることはできません.
したがって，

A と E，B とC でそれぞれ閉じ色を使う

ことになります.

3か所を l色で塗ることはで
きない.

.(J. 
2か所で用いる色が 2つ

標間

155 

男子 4 人，女子 3 人の合計 7 人を 3組に分ける I
(1)  4 人， 2 人， 1人の 3 組に分ける方法は何通りあるか. !  
(2)  4 人， 2 人， 1人の 3 組に分け，どの組にも女子が入っているように分 !
ける方法は何通りあるか I

(3)  2 人， 2 人， 3 人の 3組に分ける方法は何通りあるか }

軍置3 a，b，c，d，e，f の 6人を 1人，2  
人，3人の 3 つのグループに分ける

ことを考えてみましょう .
表をつくってみると，次の 60 行になります.
ですから，このグループ分けは 60通りあります.
a  I  b， C  d， e， f  
a  b， d  C， e， f  
a  b， e  C， d， f  
a  b， f  C， d， e  
a  C， d  b， e， f  
a  C， e  b， d， f  
a  C， f  b， d， e  
a  d， e  b. c. f  f  60行， 
a  d， f  b， c， e  
a  e， f  b， c， d  
b  I  a， C  d， e， f  

f  I  c， e  la， b， d  
f  I  d， e  la， b， C  

ところで， 60行の 60 は，
表の左の欄を a - f のどれにするかで 6C 1通り，

残り 5人のうちどの 2人を表の中央の欄に書くか
が sC2通り，そして残った 3人は表の右欄に書く
ことになるので，6C1  X  sC2  (=60) で求まります.
さて，次に， a， b， c， d の 4 人を 1人，1人，

2人の 3つのグループに分ける方法が何通りある
か調べてみましょう . さっきのように表をつくっ
てみると，次のように 12行できます.

】1"閣制副・u・・
(1)  7人を 4人， 2人， 1人に分
ける.

0  
4人のグループを決め，残り
3人のうち 2人のグループに
属する 2人を決める.

】It湖沼切掴岨E・・E・
(2)  どの組にも女子が入る.  

.(}. 
ます， 4人の男子を 3人， 1人，
O人に分け，それぞれのグル
ープ|こ 1人ずつ女子を加える.

】UJJ定ゆ司副・h・・
(3)  7人を 2人， 2人， 3人に分
ける.

G  
同じ人数のグループがあるの
で，そのグループの数である
2! で割る.

標間

184 第6章確率

じゃんけん
3人がじゃんけんで 1，2， 3番を決める. ちょうどη回目で 3人の順位が

確定する確率 p(η) を求めよ. ただし， 3人ともグー，チョキ，パーを出す

確率はすべて÷とする ( 名大)
ーノ

留置ヨ じゃんけんで蜘確率，
ヲ|き分ける確率は

だれが勝っか( 負けるか)
じゃんけんをする.

0  
どの手を出して勝っか (負けるか)

に注目して考えるのがポイントです.
A ， B， C の 3 人でじゃんけんをするときを考
えましょう.
たとえば， A が B，C の 2人に勝つのは
A がグー， B， C がチョキを出す場合
A がチョキ， B， C がパーを出す場合
A がパー， B， C がグーを出す場合

の 3通りあります.
B が A ，C の 2人に勝つ場合も 3通り
C が A ，B の 2人に勝つ場合も 3通り

ですから， 3人でじゃんけんを 1回するとき， 1  
人の勝者がi犬まる確率は

3 X 3  1  .._ "  I......... :::c.n-.. I I ' I  -I-，..J.，，3  -一=-=- .・ 3人の手の出し方は 3'通りある30  3  
です. これは

だれが
↑ 

どの手で 勝っか

九. B. C の 3通り クー. チョキ. パーの 3通り
3 X 3  1  

を考えて， 一τ一= ー と求まります.3'  3  
3 人でじゃんけんをして， 2 人の勝者が決まる

確率も， Jこと同じように
だれとだれが どの手で 勝つか

↑ I  
A と B . B とC . A とC の 3通り L グー. チョキ. パーの 3通り

3 X 3  1  と考えて， 一寸一= となります.3' 3  

だれが( だれとだれが) どの手
で勝つか( 負けるか) に注目し
て場合の数を調べる.

G  
全員の手の出し方( グー，チョ
キ，パーのいすれを出すか) で
ある 3人置で割る.

ちょうどn 回目に 1，2， 3番の
順位が確定する.

G  
何回目かで 1位あるいは 3イ立が
決まり，その後残った 2人で 2
位 3位あるいは 1位 2位
を決めるためにじゃんけんをし
て，ちょうど n 回目に決着がつ
く.

.0. 
1回じゃんけんをするとき
3人→ 3人 3人→ 2人，
2人→ 2人 2人→ 1人
と芯る確率を求める.

G  
3人→ 2人になるのが 1回目
のとき 2回目のとき
n - 1 回目のときについて確率
を求める.


