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178 第 4章三角関数

4・加法定理⑧⑩⑧ (ω2幻) c∞cos凶s8山0此h叫C∞ωO閃S
1  1  +cos28 J  3  
2  2  4・半jJjの公式. 2倍角の

公式=十寸(cos2θ一江 sin2θ)=士+すcos(仙;)
以下，解答と同じ.

Y + 1  (3) 解答において は点 A ( - 2，-1) を通る直線十2
の傾きを表す. 右図のように αをとると

tanO壬( 直線の傾き) 孟tan2α

2÷4  
og Z土l 云1- x十 2 - 3

ー 合成の公式

Y  

1  X  

あるいは， t a n ? = t とおくと
であるから，

2t 1 - t2  slnx=ー一一一ーす ・一、 x =一 一一ーすi十 t"' 1十γ 4・標問 6 8 (1)

た_ s i n x + l _ 2t+1+t2 _ t 2 +2t+ l  一 一一 cosx+2 - 1 - t2+2(1+t2)  - t2+ 3  
分母を払って
(k-1)t2-2t+ 3 k -1=0 ・…・・①

(i)  k = 1 のとき， ①は t=1 であり， ①をみたす実数 t は存在する. すなわ
ち，k = 1 はk のとり得る値の 1 つである.

(ii)  k キ1 のとき， ④をみたす実数 tが存在する条件は，判別式孟O であり
1  - (k -1)(3k -1)孟O

3k2- 4括 O 凶寸 ( 件 1)
4  _ _ _ _ ._l.. ，，.. f=:'I r  1-1- .  I  4  (i)， (ii)をあわせると O豆た云ー であり，最大値はよ，最小値は O一一 3

- I fヨ当出阿i[1-
ζm  (1)  y=sin2x+cosx+1 の最大値と最小値を求めよ( 東京工芸大)

_ 2  ¥  (2)  y =ム一三どと 10三五 z 三二一πl の最大値と最小値を求めよ. ( 長崎総合科学大)'" 1  +  cos x  ¥  v  - - 3  .. J  
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(半径)2=?(K2+た+1)

ー2 次式の最大・最小は平方完
成を尖行する

=  {(k+すY +
./ 1<; 

であるから，k = - Z のとき半径は最小値守乙をとり，

このときの中心の座標は( 十- ! ) である
⑤ijM) (2)では， (1)で求めた 2定点を直径とする円の半径が最小であることは明
らかである. このとき中心は 2定点を結ぶ線分の中点である.

=利子Y+( -.[3)2 =手
(士(2+[3+左手)， (ゴ子立+ゴ千立))中心の座標は

円の中心を (x，y) とする(*)より，
と

ηL一+一2
h
h
一
一一一一一一

z
u
d
 

中心は直線 U = f - 1
べての点を動く. 円は( 1)の 2定点を通るから，
右図のように動くことがわかる.

上のすであるから，

曲線 C k :  x 2+〆+3kx+(k-2)y-6k-4=O を考え
h を動かしたときの

( 立命館大)

..... E世i出阿君
ζ互む 実数h に対して，
る.
(1) 任意の実数 h に対して C k は円を表すことを証明し，
C k の中心の軌跡を求めよ.

(2)  すべての Ck が通る点があれば，それをすべて求めよ.
(3)  どの C k も通らない点があれば，それをすべて求めよ.
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x 2 - 2 x +  l= ( x- l) 2 で割り 切れる条件は Q(x) が Z 一l で割り切れることで
あるから 事 Q(x) も(x- l)を悶数にもつ
Q(l)=O :. 1+(α +1)+(2a+1)+6=0 

α= - 3， b =l1 

剰余定理 (余りの定理)
(i)  整式 p(x) を 1次式 z 一αで割った余り は f(α) に等しい.
(ii) 整式市) を l 次式 ω - b で割った余りは f(す) に等しい

(証明) (i) 整式 p(x) を 1次式 z 一αで割ったときの商を Q(x)，余りを
R ( R は定数) とおくと

p(x)=(x一α)Q(x)+R  
x =αを代入すると p(α)=0・Q(α)+ R :.  R = P (α) 

(ii)  整式 P(x) を 1次式 αx - b で割ったときの商を Q(x)，余りを R ( R は
定数) とおくと

P(x)=(ax- b)Q(x)+ R  

z = 7 を代入すると P( )  =  O.  Q( )  +  R  :. R  =  P( )  
特に，整式 p(x) が 1次式 z 一αで割り切れるとは，余りが O というこ
とであるから
1次式 x 一αが整式 p (x) の因数である 仁司 P(α)=0 (因数定理)

(2)の(*)は割り算を実行しでもよいが，次のように組立除法 (標問 7唖D )
で計算するとよい 10 0  

川 加える 1+1  a α 5-2a - 6 日 JII -̂'<!J 1  じと ↓o  ，O x 1  
1  a + 1  2α+1 6  11 1 1をかける

1α+ 1  2a+1 6  10  0  
数学E で積の微分を学んだ人は，次の定理( 標問 9 4)を利用することもで
きる.
P(x) が (x一α)2 で割り切れる 仁司 P (α)=P'(α)=0

，rヨ主i出阿E[ J - -
( ]:D x の整式 αx 3+ b x2+ 7 x - 2 を x2- 3 x + 2 で割ると余りが x - 2 にな
るようにαとbの値を定めよ. また，そのときの商を求めよ (東京電機大)
仁8-2 ) x についての整式

( x - a)(x-2)2+ ( x - b)( x -1)2+(x- c)x2  
を x - 1 で割ると 1余り ，(X-2)2 で割ると 2 x - 3 余る. このとき，a， b， C  
の値を求めよ ( 上智大 )

8-2
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120 第3章 図形と方程式

標間

点 P(a，b) が円 x2+〆= 1 の上を動くとき， (α+ b，αb) を座標とする点
の4乳跡を求めよ .

彊置ヨ ー + b，y=ab とおく点 (α，b) 
は x 2+〆= 1 上の点であるから

a2+ゲ= 1 をみたす. この 3式から，
α， b を消去して X ，Y の条件式を
導くだけでは不十分

です. もう一度繰り返しますが，(一+ b ①y =αb  
のとき，点 (x，y) が求める軌跡、の上の点である
条件は
α2+ b2=1 かつ①をみたす実数α，b が存在する
ことです. (α， b) は xy平面上の点ですから， α，
b は実数であることに注意して下さい.

く 解答 〉

(熊本とン

l-+b y=ab 
において，点 P(a. b) が図形
F ( a， b)=O 上を動くときの
Q(x， y)の軌跡

G  
①かつ F(a. b)=O をみたす実
数α，bが存在するための x. y  
の条件式

x = a + b， y=ab とおくと，a， bは
t2- x t + y = O の解であり，さらに実数解であるか 和 様!日J23 
ら
判別式 D = x2-4yミO ……① 

点 (a，b) は x2+〆= 1 上の点であるから
α2+b2=1 (a+b)2-2ab=1 
x2-2y=1 ・…・・②

①，②をみたす z の範囲を求めると
x2-4今出向2 ... -12 
求める点の軌跡は

y  
②
/''ゾ

-3当面阿君
ζ豆互〉 実数 x，yが関係式 x2+〆+ 2 x + 2 y = 1 をみたしながら変わるとき，
a = x + y， b=xy として点 (α，b) のえがく図形をかけ ( 九州東海大 )
54



F 旦土旦
=)a 2  

(・ x =αで接する) (・.・ x =β で接する)
となる.

20  52 を求めるのに， ムP Q R を利用しでもよい.
点P を通る u軸と平行な直線と Q R との交点をM
とし，
y = ( p  (J) x座標) = 今立とおくと

ムP Q R =ムQ P M十ムR P M

=すPM' (げ ) + t P M ( β-y )

=今立'P M
α+β M のU 座標は y = (α+β)・ 2一 一α3 であるから

P M =皇学主- 2 αβ=年1 E，ムP Q R =皇手と2  2 斗

(l_l¥fD 52= ムP Q R - S1=(一 一一 )(β一α) ームι」竺ム¥  4  6  j'''' 12 
30  放物線と接線の関係式として次のことは覚えておくとよい.

R  

放物線 y =αx 2+ b x + c (aキ0) において右図のよ .Y = αジ+ bx+ c ， 
うに点 Q ，R で 2つの接線をひく . Q ， R のz座標を ¥  /  
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x  

それぞれα，βとすると ，，¥  由d R¥、 ...o:o x二日
(i) 接線の交点 P の x 座標は旦+ s話 W で品Tぜ 5，

x = a  '¥. If 
ー |αI f  D  _.¥ 3  ド=弓立(U) S l - 1一(β一α)
一 |α|凶 S2一一一(β一α)312 

一一寸
ζ豆[ ) 直線 y = x- 1 上の点 P(α，b) から放物線 y = x2 に 2本の接線をひき，
接点を Q1，Q 2とする. 線分 Q 1 QZと放物線で固まれた図形の面積を S とする.
(1)  S を G で表せ.
(2)  S を最小にするαの値およびS の最小値を求めよ (信州大)
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Z  

" x = 一 αはlli解となる

YI  ， 
m a x  I  
上 一 J  ( 、 ie 、， ，、刷
i  ，、'!， I 、"
I  ， 、"， I も'i
I  ， 、"
L....1ー一一」ームー
1  a  2α 

x  

百

or¥ 同 2α

4・(i)のとき

事 (u)のとき)
 u 

(
 

…山

α 

b  
(αミ1)

(ドα豆1)
(山寸)

b= M (α) のグラフは右図のようになる.
(b=3a2- 1 と b = 2a3 のグラフは α= 1 で接して
いる)
よって

3α2- 1  

1 - 3α2  

( x +α)2( x - 2α)=0 
2 注O での館れま x = 2α 
これより，xミO におけ

る y = f(x)=lg(x)1 のグ
ラフは右図のようになる.
f(x) の定義域は

(i)  1壬G のとき
M ( a ) =  f(1) =  - g(1)=3a2- 1  

同 l幼 ( ド叫のとき
M (α)= f(α) = - g(α)=2a3  

(O < a寸) のとき
M (α) =  f(1)=  g(1)= 1- 3α2  ー (山)のとき

α=0 のとき，f(x)=lx3 1=がは単調増加であり，
0壬x-;五1 における最大値 M(u) は

M ( O ) =  f(1)= 1  
これは(泌)のときに含むことができる.
よって，

2α3  M(α)=  

M (α) を最小にするαの値は
1  a = す

司書i面阿週 一一一一一 一「
C I @  関数 f(x)=3x2- a x3 の区間 O壬z壬2 における最小値は - 4 である.
(1)  a の値を求めよ.
(2)  (一橋大)

である.

=2sin2C・(-2)sin(C+ A  - B)sin(C- A  +  B )  
=  -4sin2A sin2Bsin 2 C  
であるから
与式C = 今 sin2A sin2Bsin2C=0 。0< 2 A  <  3600， 00  <  2 B  < 3600， 00<  2 C <  3600 より
2 A  =1800 または 2B=1800 または 2C=1800
A = 9 0。または B = 9 00 または C = 9 00

よって，三角形 A B C は直角三角形.
(2)  左辺一右辺

.  A + B  A - B  
= 乙 sln-万一cos -2  

.  C + D  C - D  -ZSlll- τ- c o s - τ-
内 . A + B  ( A - B  C - D ¥  COS一三一一cos -2  )  

4・C + A  - B = 180.- 2 B  
C - A + B = 180.-2 A  

A + B  r  '̂ .  A - B + C - D . A - B - C + D  =2sin •• 2一 ・(-2)sin'" L '  4. '-' sin'. 4  
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A  +  B  ，. ^ ^ "  '̂ .  A  +  B  00<  •• 2一 <1800 より Slll - 2ー キO よって " A + B + C + D = 3 6 0 .  
より O.くA + Bく360.

A - B + C - D . A - B - C + D  ^  与式位司 sin ".  4. sin .• 4  - 0  

A - B + C - D  /('¥"0  ^ ^O  /' A - B - C + D  -900<  a  <90 ，- 9 0 <  4  <900 より
A - B + C - D = O。または A - B - C + D = O。
A  +  C = B +  D=1800 または A +  D  =  B  +  C  =  1800  

よって，四角形 A B C D は
円に内接する四角形または A B / / C D の台形.

②E D ムA B C において，次の間いに答えよ.
A  B  C  (1)  sinA +sinB+sinC=4cos ''; cos -;;- cosー が成り立つことを示せ.2  2  2  

(2)  (sinA +sinB+sinC)(sinB+sinC-sinA)=3sinBsin C  
が成り立つとき，この三角形はどんな形か ( 電通大 )

②1-2)  凸四角形 A B C D で
A  B ， ___ C  ___ D  _， COSτCOS玄i C O S Z C O δz - .l

が 成り立つとき，この四角形はどんな形か ( 東京薬大 )

324 第 8章数 列

η孟2 のとき

1-(-
an= a +富(b寸 )(-tyl=α+(b一α) 1-(-n  
=α+ (b- a *一(-

これは η=1 のときも成り立つ.

向 =弓笠- ?(b-ω(- ;  r-1  
(1)の漸化式は
t + 1  t<= z より (2t+ 1)(t- 1) =0  

を用いると，次の 2通りに変形される.

a n一川1=ーす( α r

t =ーす， 1  

数列 {an+1- an}，1αη+1+ anlはそれぞれ公比一よ lの等比数列であり，-""  '  2  -"J'- '  '，-， 2  

a n+1一向= (b一α)l- ilr l，GnH + i Gn= lb+iGl-lr l=b+よα¥  2  }  ，-"，， '  2  -"  ¥  ， 2  -}  
2式の差をとり
-? G F ( bω( - t y l- b-f  

α+ 2b 2 ，.  ，(  1  ¥n-1 α = ( b α )[  - )  3  -1¥  2  }  

E ヨ当面何者 一一一
d互D 9段の階段がある. 1度に l段または 2段おりることができるものとし
て，階段のおり方の場合の数を求めよ. ただし，おりる途中で残りがちょうど
3段となったときは， 1度に 3段おりてしまうこともできるものとする.

(産業医大)
任44-I) n 個の箱と n 個の球がある . η個の箱には 1，2， "'， n と通し番号がつ
いている . η個の球にも 1，2，…， n と通し番号がついている. いま，n個の
箱に lつずつ球を入れるとき 箱の番号と球の番号が全部異なっているような
入れ方の総数を h とする. このとき
(  1) 仙 = 0，u2=1， U3=仁二コ，U4=仁二ゴ である.
(2)  Un+1， un， Un-1の聞には Un+1=仁二二コUn+仁二二コUn-1 という関係がある.
(3)  Un+1とUnとの聞には Un+t=仁二二コ という関係がある (慶大)
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